10.1.6  Spojitost funkce v bodé, spojitost funkce v intervalu

Predpoklady: 10104, 10105

Pr. 1. Nakresli, jak funkcef (x) dana grafem zobrazi vyztemé okoli boda na osex na
osuy. Poté nakresli na osuvzor okoli boduf (b) nakresleného na oge
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- Obraz okoli boda na osey urcime pomoci obrazu krajnich biptbhoto okoli:
A f(x)
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 Obdobr najdeme na ose vzor okoli bodyb).
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Pokud budeme zmensSovat pokmokoli bodua, bude zmenSovat i jeho obraz na pse
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KdyZ se bude polo#n okoli bodua Kvili dite, kterou zfisobuje nespojitost, se
zmenSovat k nule, bude k nule zmenSovat i velikost obrazu nezmensi k nule a bude
velikost obrazu na ose minimalre tak velka jako dira.



Pti definici spojitosti postupujeme z druhé strangkreslime si na ospokoli kolem bodu
f (a) a hledame okoli bodaitak, aby se celé zobrazilo do vyZeaého okoli na osg
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Zvolime si na osg okoli U, ( f (a)) a hledame na oseokoli U, (a), které funkce zobrazi
do okoliU, ( f (a)).
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KdyZ zvolimee menSi nez je velikost diry,
At zvolime £ jakkoliv malé, vZzdy se nam nepoda se ndm najiv takové, aby se
podaf najit  takové, aby seJ, (a) U, (a) zobrazilo dou, ( f (a)) (v nasem
zobrazilo doU, (f (a)) _ piipads, se i neznatethmensicisla neza
zobrazi pod diru a tedy mima, ( f (a)).
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Pro libovolre malé U, ( f (a)) najdeme
takovéU; (a), které se celé zobrazi do to se nam opravdu nepdila
U, (f(a))
= definice spojitosti v bad
Funkcef je spojita v bod a, jestlize k libovol’ zvolenémue -okoli bodu f (a),

existuje takovéd -okoli bodua, Ze pro vSechnaz tohoto okoli boda pati
hodnoty f (x) do zvoleného okoli bodt (a).



Vyjadieni pomoci nerovnic s absolutni hodnotou:
Funkcef je spojita v bod a, jestlize ke kazdémua >0 existujed >0 tak, Ze pro
vSechna realnplati: je-li[x-a|<J, pak|f (x)- f (a)|<&.

Z definic je Zejmé, Ze nema& cenu uvazovat o spojitosti v bodexkterych (nebo v jejichz
okoli) neni funkce definovana.

Dodatek: Opravdu matematicky usparnypada definice spojitosti takto:
Funkcef je spojitavboda = >0 [10>0 OxOR,

(el <o=]f (x)- 1 () <e).

Pedagogicka pozndmkaDokazovat spojitost funkcg = 2x+1 na prvni pohled vypada
zcela nesmysk ale oproti funkcimy =c a y=x je pi dikazu, alesponéco
vidét a dikaz neni tak obtizny jako u funkoe=sinx.

Jak se da dokéazat, Ze funkge: 2x +1 je spojita v kazdém be@
Nejdrive si nakreslime obrazek:

Zda se, zeJ,(a) najdeme pro libovokmaléU, (f (a)) , z obrazku se zda, ze plaiisg.

Ted’ to zkusime péetre. Zvolime si libovolnés a musime k &mu najitd .
Neurujeme si Zzadny specialni bodxa> pokud to dokazeme, vysledek bude platit pro
vSechna.

Dosadime si do podminky ptd, ( f (a)) a upravami zkusime zjistit, jak bysta vypadat
Us(a): | f(x)-f(a)]=|2x+1~(2a+ ]| <e.
Upravime absolutni hodnot{ex+1- 2a~-1=| %~ 2|=| {x-a)|= x-a/<¢

2|x— a| <& v absolutni hodnétuz jsme ziskali vyraz pro body z okoli na ase



x~-al <g =J = kdyz si zvolime na osglibovolné & okoli bodu f (a), stai kdyz si

udklame na ose& kolem bodua okoli s polovénim polongérem, aby se vSechnyz U, (a)
zobrazily doU, ( f (a)) = dokazano, funkcey = 2x+1 je spojita v kazdém bad

DalSi funkce, které jsou spojité v kazdém &od
* y=c,cUR
. y=X
e y=sinX,y= CcoX

Spojitost dalSich funkci je mozné dokazovat ponmdsiedujici wty:
Jsou-li funkcef, g spojité v boc a, pak je také spojitou funkci v bod a jejich:

souset f +g, rozdil f-g, sowin f [y aje-li g(a)# 0 také jejich podil é

Pr. 2: Pomoci definice spojitosti funkdesr bodt a zformuluj definici spojitosti funkcé
v bock a zprava.

- Funkcef je v bodt a spojita zprava, jestlize ke kazdénaw- O existujed >0 tak, Ze pro
- vdechna realnplati: je-li xO(a;a+3), pak|f (x) - f (a)|<e.

Pedagogicka poznamkaZcela samosta#rsestavi definici jenom minimum studént
Ostatnim se snazim u tabule pomoci tim, Ze se leawitom, jak jsme na grafech
uréovali spojitost nebo limitu zprava, ktexgro nas pak byla zajimava apod.

Pr. 3: Pomoci definice spojitosti funkdes bodt a zformuluj definici spojitosti funkcé
v boct a zleva.

Funkcef je v bodt a spojita zleva, jestlize ke kazdéngu> 0 existujed >0 tak, Ze pro

' viechna realngplati: je-i xO(a-d;a), pak|f (x)-f (a)|<e.

Plati Wta, o které jsme gsikali jiZz pii kresleni obrazi
Funkcef je spojita v bodk a, pravé kdyz je v tomto bodé spojita zprava i zleva.

Spojitost funkce neni pouze bodova zalezitost,ustede zda je funkce spojita v intervalu.

Otevteny interval(a;b) (neobsahuije krajni body):

Funkcef je spojitd v intervaIL(a; b) , jeli spojitd v kazdém b@dohoto intervalu.

Jak vypada funkce spojita v uzamém interval(a;b) .
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Pr. 4. Vyslov definici funkce spojité v uzéeném intervaIQa; b}.

- (a;b) - uzaweny interval, body, b do rgj pati

Funkcef je spojita v intervalya; b}, jeli spojita v intervalu(a;b), v bodt a zprava a v batlb
- zleva.

S pomoci pedchozich #t je mozné rozsit seznam spojitych funkci:
« y=a* y=log, x jsou spojité v kazdém bsaveho defininiho oboru

« y=Yx,nON je pro lichén spojita v R, pro sudé v interva(®;e) .

Shrnuti:  Spojitost funkce v batla definujeme pomoci zobrazovani velmi malych okoli
bodua.



